7.2 T_3, T_4 Uzaylar - 7.3 Urysohn Onsavi ve Tietze Genisleme Teoremi

&

72 T3 '-l;.i ,T‘,- Umﬂbrl

Tanm? (%, Z) -\-opoinL U‘Zag olsun X'Je. ke:gh A kapqh l:dMq.si ve kegF: xsx-d
eleman tgin xelx ; ACY ve UpNV=¢ ,sar-l-m) saqhﬂmt,. Uy ve V actk k-
melari Vorss, by noye, dU2gun (dUaenli) reguler) viay deain.

Duzrenli viay, l:apals tumelerden noblolor oyirHerngy 1ia verir.
Ornelder; 1) herhangi Medrik nay, ditent iaydi
2) ¥=Yund3, T=9¢/X, 123, §37 o buak trare (%2) +°P0'03”= viey; To-viay g~
dif- (Dolayusigla T, -vroy gfldir-) Butepehjsk vieys kapaly omelor: X, ¥, 533 veSyp
&r. X ve @ komenin danimn sortornt Sogldg acdbiv.
133 kopoli ¥ime 1€X-9), J2)C$33 ; V&5123 (3INS13=¢g

Gag
2€ex-533, §13c5W, (X 31775 $3n5y 0 =g

' JoGik
fin) hapa\t kume 13 eX-SL,2), $i23CS542) 2&427 fha3Af =g
o\dv'cjvt\a’d (% 2) d¢v1enli (dv;ﬂ on) magdm

Tanm; (0 T) Ti-v1oy1, ayn 2amands dvrenli vioy ite Ty-wiay derir:
Ornekler: 1) Her metrik oy Tz-viay air

2) R\de z dofjal 'l-opoloji oluak Dzere Zy=zzUfuna ezl okun. 'C,)Z.'abn
doho kuwveHi ve (1R,Z) Hausdorft oldu?vno’an, (1R, 7)) topolgf b vioy) To-viny-
dr.B=IRNQ o\du'c‘a‘,w\c’an Q €7, dir. Delayuryla, 1R-@ irfasyenel saytlor kinesi
14 +opolojis?:\de kapahd;r R~ G'yu Tgeren aqlk kume yalan ”R\dir 16 m-q
ve Min her}d\gl kmftl‘vgv e IR kesi;h?ﬂl\okn R, Z,) dorenli vaay jJaL‘ql-
Stgla Tz~v20y JegiUi

3) 09.01.200y ( Final Sinavi) Seru2: b) (1S puan) Direnli To-Lreym, Tr~t2ay oldu'g‘mu
kanHaytni.

GE2UM! Tz-troy, direnli ve T -vaay aldigundon, vraymT- oy oldguav qéster-
Menit2. koart T¢in 5e-\~ethir. Keyti %y €X iqin %Y igeren 4'y) ipermeyen bir Uy kan-
§ uldjv vor. (Al holde, Wi 1peren i igermeyen Uy komsvlgy alini) Buna qare, X Uy
kopalt bir Fine ve x¢X-Uy dir. (X2) dizenli oldﬁwddd, dyle W ve V ogrk Fineler|
vordic ki X6lW | X-Ux €V ve UNV=@ di ye XUy oldfurdon, Byle ki komsdek buly

Fuat Ergezen




7.2 T_3, T_4 Uzaylar - 7.3 Urysohn Onsavi ve Tietze Genisleme Teoremi

D

oluyorva ki xeU,4eV ve UnV=g ir. Yani, (%2) To~vr0y die., (Tpviey=sTrvoy) B
T3-U20Y = To—vU2ay =3 Ti-v2a1y = To-vlay
Teorem! (X Z) +opolejik vicy dsvn. Asogidaki ifadeler birbirine deattir.
) (%2Z) duenli uwgdlr.

2) ¥xeX ve YUy &Bi) i¢in T VeBm : Ve Uy dir

3) YUET ve Vxell igin IWelex): Wl du-

&) Her A kapali kumesi Tgin, ﬂ‘gl igeren aqik kimelerin hapwrlamm kesisimi A dw.

S) AnB## sorhmi sogluyon her A ve her cgik B kumest ivia ANO#Y veSch
olacak sek'rUe agik O kimMest vordyr,

6) ANB=@ sorkin soGlyan her A2y ve her kapall B kimesi &in Ang,%d
ve Bcog olacuk sekilde ayrik Op ve 08 aq ik kumeler) vordi.

Konti()=D(2) x€X ve Ux € B olsun. X-Uy kapali kime ve % ¢ X-Ux oldu"fudm

syle V, W aaik tuneleri vordir ki *EVET ) X-Ux CWEZ ve VNW=g dir. VC%'
oldugurdan V Ve X-WClx elde edilir-

2)=20B) UeT ve x el glalim. (2)'den tyle bir WeBh) vordir ki Wl dw.

(3)=3(4) A kapall bir kime ve x4A okun. U=X-A aqik Lime ve xel dur. Bden Fw
€Btx) vordw i Wcll dur. (xewewW cu)) WE kapall ve w o uS=A oldugundan w5
Y1 igermeyen Ay igeren acik kumenin kaponsin igefif: Buna qore Aq1 igeren bi.
Lon agik kiimeleria kapan;dmnm kesigimi x noblosini igermer. IKeyfi xdA noblesi Tgin
bu degru oldu'gwbn, Ay Tgeren ogik kimelerin kaponslonmn kesisimi Adhr,
U)=5l8) AnB+ 0 ve B agik kume olsun- x€ANB vordir. X ¢6° oldiGjunden W)den i
igerteyen 8%\ kapsayon bir oaik komenin kapany verdir. Bura gbag U ok V kapal
olmak Prere B cUCV sortn Sﬂg’”}j‘ﬂ W,V bomeler vordw ve xd Vd:r Buno i,
Oz \l 1 Tgeren Gir oak Fomedir ve bugu'w’en ANO2@ dir. Ayrecg Ta AM lcapdl olna-
sindan O=vecUeg dir Bu A ve B kumder igin (SVin boandidir

()= () AnB=@, Azd ue B kapal kime Ise ABed ve 8" agik (8)de B yesine g
kullonsal ANO#P ve 0cBc6  olacok sekibe bir 0 agik kumesini elde eckrin. by
Yirden O=0 ve Og=3"alusuk Qy ve 85, ANOLFH ve Bcay sortlorin izglajan a-
gtk Kirelerdit. Ayrica, os-;'é‘co"‘:a; den doloy) @, ve O ayrild .
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@

6)=3() A'yt kek elemanht £a3 olir ve @'y uvyqulocsak, a e6, ve Bcag oloask sekitle
qy ve 65 ayrik aatk timelerint elde ederiz. Moai ) Vlayinn dizeali vigyde. n
Du2enli vioy, daha gok (2) sork Tle tensil ediliz:
Teorem: a) Bir durenl v2oymn, her altnay dizenlidir.
b) Gorpim vzay 1T X, ‘un diszenli olmasi igin gerek ve yeter sort her neT i
(Xai Z) +opelaik vaaylornm dvzenl elmasichr:
Kant: Galgmo sorsu, (Durenl; u:;:g séAhe ,T_-',-uza_y alnirsa da do’ﬁruJur)wi
T34 - Uzaylor
Tanw:(X,Z) Yopolgjik vioy olsun. X'e keyfi A kapali kimesi ve teyfi xex-A oo
mant T¢In f(a=z) ve Faal=fol olocak sebilde £2x-Cod svrekli fonksiyonv vorsy,
by Yopelg)ik vroya famanen duzenli (campletely regulor) vaoy denir. Tomamen ditenli
vioy aym Zamonda Ti-u20y ise Tys - v20y veya Tychonoff uvaay denir:
Tomamen direnli vioy, noktalor ile kapal kumeleri surekli fonksi-
gonbor yordewgla ayier.
Oraek; Her metrik vriay, Tychonoff viayarr.

Teorent Her domanen dutenli vioy, dusenli viayd. |
Lanitt (XZ) Jamamen duzenl uroy, Acx l:apah ve x&X-# olsun. Bu durweds, k.
petere gare, fixi=t ve Fita)l=fol olacak sebilde bir £1x- Loyl 'PmAl:![yaw vordit,

Wy= £ ()= £ (43) = F (o)) ) Ug= £l(co,4))= 4"(1..{.,44,)
u\lfSuE, U, U, €T ve xely, Acl, , wnu,=¢ dir. Buro gire, (%) dozenls vagyi B
Ornek;( A.Mysior: A requlor space which is ot conplelely regular, Proc.. Amer.
Moth. $1, 1981, 652-653.)
X= txy)eid'] $203 U] kimesi Uzerinde topolgi su setilde veriliat y>0 olrak
Uzere her (xu)€X nothas) XYin 120le noblaloridis Ber (x,0)€X Aokdes) {gin,

I.=§ uwex|ogy<3, Jx={ x4y, 9)6x 1 024223
48§y parqalonnt fommlayalim. Xle o in omplublonag
fI., U, -ulu, (xos itermeyen senly bir Eumne

Sethnde "I'Unln\tjd'ﬂ.o a noblasing korsulvblonni ise Wato) =fa3 UT ) | 0], n=iy.
olorak 'lomulasalm. Her a dagal sayist (gin Up,lo) Cl,ta) dir ¥hin dineali cbiguy
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kottrol etmeok kdoydir. Simdi, X'in famamen direnls olodiGin gasterelim, A=ftxall
xel}, X de topalidir. +Lonksiyoav X vrerinde Fim=503 olun stretl: Virfonbityon
o\sun: £io)=0 o\ddﬁmv 3?iﬂefem§h. Xde -ﬂm) tapall oUc/yudM hern Jﬁ?«l Sa-
yut fgin Kp= ‘F-‘(Se.?) N § (%0 ) n-l ¢ xeaT
komelerinin Sonsva elemonl olduginy Upatlorak 3.eh-eu,',_ Bunv, +umevorimla
3apacdg‘n. Ki=§ (%) | osxad kimest sonsvz elea-ianllr}r. S imdi Kn\n'm sagtlab’:’fr‘
sonsi C al- kumagnin oldviuny kabd edelim. Her (ci0) €C iin j;—-f‘tm] komeri
tc,o\\q F germeyen '3;-”!01) =E Gn kumaidr: Burady Go= S#E, V4 4 Fime 1] dir. H@r‘&,
X\ de \bfall Eomedits (60) ¢ Gn, (401 ¢ G, oldvjudm Gn sonlv komedr T.—4Tsa)
en talo soy\abilvdir ve toylece cLU f-flw)l saec] entodo Juyxla{ﬂrrh': P
ekienine 12clyum -fol\b'lymv dsun. Yani Ph)= x. PC') Nkmi en feala soybabilic
dirs Bu yinden Kay=PLE) sonsinder- () o) € ¥y ~PLE) Blun. B o durvmedy, her ceC i
I ,_an'Sc_ﬂf('sd)ftd dir Buise R(iclo)= 0 olresini gercthric Bu yindes, ki —R<)
c £i5a3) Jv Yo, F?!ﬂ!) Ny SONSndur, K, clU, oldut}wdoﬂ her A ‘isin k.anﬂml
fodr. Bu yvyde, Flarpdir
Tearem) a\Tgﬁ\\éﬁaFf- “w‘d""! ker‘bl}uwdl Tychonotftor.
5);[‘!;)(& Gorpina oy Tgc.konoH’ olmast T¢in gerek ve yc'lef}arf her neT
gin (X, o) an Tydanotf olmandr.
¢) Bir topoldjl vaoyin Tuchonoff olesr fin 3eml: ve yederfart T Co,0 Go/pti 1D
Y Bir aliaying homeoriorfik olmanidir.
Kants Galisma soruy. n

T;’- Uwﬂ]al‘t

Toam! (% Z) Yopolgjik vzey olsn., A,8 Kin arckestfler bos herhangi kcpal atf
kumeleri olmak Uzere Acu, BeV, unv=g sorflonn sogloyocak W ve V agit ki-

melert uorso (XZ)ya normal uaay desin
Herhongi kapal ik k’dﬂen‘m, agik tumeler 3aro':mgla ayrilmosmd nof-

mal viay denis oluyorovL.

Ornek; X=£1,2,33, Z=1 & X, 113,523, 111233 olmak srere, (%Z) topoloy 'k viay:, 513

kapali kume olmdlﬁwbq Ti-vway degildir, A=§2,3} kopali kime ve 1 €523 alaky,
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®

1€10 ve A Lumesiai kopsayon en kicbk aqik Lume X oldhgunden TBnX2g dir.
Yaal, (% z) direnli vray deg':U‘m X @, $2.33) 1133 ve $32 tapal komelendir: Araka
sitlert bog clan kapali tomeler & ile. herhang; kapals kineledir: %2) nornal vy dir,
Tamm: (%, Z) topolijit vioyr normal ve aya 2amanda Ti-vray e by vicya

Ty~v2ey denint
Ty~ v1ay =D T34~ V2ey = Tr-v2ay = To-viay = Ti-n1ay = To-vay

Ornetler; 1) Her medrik v2ay Ty~vraydr. (Sayfa #9,8mek)
2) ( Sergenfrey Topolojisi, Zs) \R‘merindej Cab) (Yorimaaik) araliklornn b ke
bl eden topolg)iye Serqen-Fneq *opole{,],g'_Mr ve (IR, Zs) fle qasleslir. Bu dv-
rumda, IN'ye Sorgentrey degrav derir, Sorgenfrey topolijui, degal }epoly)idan -
ha \uwelhidie Gergetten, (aib)=UELeb) 1acca3=0 | Gothy b)  (o+peh) din
(-w,0)= US Cera) | coir, 3=l Ena), Cheok Uscuell e, veche <{Joun)
kimeleride bu topoldjice agithir. Bikinleyenleri de agik oblgundan kapah kumelerdic
ach olmal Mere  [Cab) = Ca,c)-Cm) hem acrik, hen de ka/w): kinediy
Vxell %in , [x,%4€) (g%)'na) XY +emel komeyhgu denin

(R Z5) Sorgenfrey topoldjit vioy! ( Sorgenfrey dogruv), duenli) tarenen
dvrenli ve normal umgdm { 6asiermin.)

% e Lxx+€) ve U=Cxxg) aatk, ayn 2amancl kapo auué‘umbﬂ
V=U segerin, V=V dic Dolayuiyls, d0zenli viaydi Ayn 2anends normoldir
.. IK'=12xIR gotpim WNayinda (xy)ete? aoldosimin temel kemslv gy
% (ablew| zLqinte, Yebey+ES

sekli ndednl‘. ¥ (uy) €2 ahl\dl?w'h (x4 Yyi igeren temel k‘awtha Udead;
m.-lL owk oHu?unJaa, W ayn wamanda kafo ld. Yoni, U=U dur: Dmlayz!y’”

?WF'M topolginde 1*dtronli ioydr: Bir elemonb b Taelen ta,aah ol-
dugundan Ti~vreydi Yani, IE?, T ~v2oy dir.

Y=§ (xy) e laid=03 alalm. U=§ (k)| reacxte,-x&beWE]
kemsuluklort seq}ld@m)e , N u=f (x,-x)] €Zy oldu'g‘ o, Zy dickiT
Yopolajidifa IR*de Y tapah kume aUqumobn ,Yhin heraltbumes), de Y
X'de kapoldin (Y, diskut tepolgjiye sakp oldugndon). Sindi,

“\l
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A=$ xeY | x4 rasyonel, B=§ (xa)| wy irrasyonely

kumelerini alalim. AjBcY, ANB=¢ ve A,B kapalidir. Acy) Bew, VAW=¢
olacak Setilde V, W aqik bumeleri olmalidi Boyle kumeler; bulvnamorlegicterin)
Dolayuiyla, IR- nermal vray degildin Yenl, b fopoldjye gere IR, Tyv2ay kot Ty
vioy degidin,

3)25.04. 200% (Odev L)) Soru 1y IR de keghi (z,u) noktasmn € komsulogy Ue=Upbey)
=5 (x)e*] 12-41ce3I U xo] ile ver ﬂdﬁ’me gdre, boton (xy) acbalorinn, botin €-
komsvddonn bz kobd eden topolojinin duzenli, pormal ve To, Ty 7Ty, Ty olup o
modgini Inceleini.

YN
G B26m; (219) noktosinin ﬁ-kO"\Sth'g‘U U.gf'&';ﬂ‘nin kqhﬂl sl gl e
Ugtr)=§ (x2)|2ee? -3 :"._:":I\"::’t y
P il
dir. Buna gore; (342) noblasinn 1 Eomfulgy u,)=§(a9)] 124473 dr LS "

(2} noblosint Tgeren ve W, torafinden bapsarcn kemgldtlorn kopanis) V= ffyg)l
yeiy ve Y ¢ul22) olduﬁundan, bv nay dszenli degildir. F=§ (2u) | 4 29243
kapol, birkime ve F el ) din U, Jonpfindon kepsanan ve Flyi lagpsoon her
komgulgun leapany Volduavndw\ da normal vray dejildi: go ise (xy) nokla-
Sinin Enpanl.!l i-c-;g\-]:‘maﬂ dit Y=0ite (%0 noklasinin Icapamﬂ im:fkm)
tyetr] dir. (x,49) # XeY) obhalary vin (x4, € flas.)) veya (M%) & Sozul3
olacaginden, by oy, To-vaydi: (%0) nothalor| kapali olmadiymdu, bv vioy
Ti-hoyt d@\(hr Dala\jutﬂ la, =2,T,T, uwﬁfon deqgildir
Teorer; (XT) Yopdgjit vzayinn, normal elaas: i¢in geret ve yeter Sort vefi-
len herhangibir kapali A kumest ve ACU sortini soglagar U aack kidmest idin
Acvevcel
olocak setilde bir V agle komesinia buluaabiluendir,
Kand? (%Z) topolojit viayr normal niay, A, X'de kayfi kapal kime vell,
A\t igeren Leyft agik kome olswn. I agik odujundan X-U kapali ve Antxy)
=¢ dir. (5Z) norral viay oldguadan AcV) X-Llew, VAW=g slacak sekilde
V,W aqck kimeleri vardi: Dolayusiyla X-W kapali ve Ve X0 dur, Buna ..
re, ACNcVcx-well dun
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&)

Tersine, VA kapal kimesi ve VU, Acl, U ogrkkimesi isin 3VeT,
ACNCVCW olsun. A ve B, keyft amkesHeri bes kapoli kimeler olsm- Y-8
aglk Yime ve Al fgerir. Yani, A CX-Bdir. Bura gire Byle V&T wordi ki
ACNCT cx-Bdir. W=X-V aqk tumedir ve Blyiigerirn Buna gére, AcV,8cW

ve Nnw=g dir. Yaar (%2Z) nermal thaydi: n
Teorem s a) (xZ) Ty-vnoymm kapah bir altkdnest ¥ ise (%4Zy) altvay:
Nocmaldil.

\p\'g:)h Gorpim Uy T, ~v1oy lse Vel igin (Xa,Za) topala)ik uwylandw
norma\dv:

kant Galigma soruw .
Nat? BUQVUU oy lar (T}_.& cj\h’n) Ve E—My Unuanen nofMg) U‘b_llj

obi viaylan Weelemanin Jisind +utk,

Orteks 24.05.2012 (Firal Simow)! Servk: b) (IS pusa) Metrik vioyin, rormal ay
olduguny gesterinn.
GoroMs A8, (Xud) metrik vioyinn aratersttles bos olon iki kapal kimei olan,

Fix-5m, Fixy= D) - D) olorak hﬂmlayalm. (Sayfa 25, 2. 3rrek, gz Dbod)
soretli s\JGungn) Fexi fonkiryanv s Dreklidir. U= frex] fmLo? ve v=§xé&x|

f>0) kumelen oatk Fomelerdic ve Acl, gev, unv=g dir. Joni, X normal

vaaydi.
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%3 Urysohn Onsavt ve Tietze Genisleme Teonemi

Bitun *opolo]ilerde, merkeri ve en 20r sorulordon biri fonksiyon ge-
Nclemderidir. (¥Zx) +opolejil vieyinin bir alhneyr ($1Zy) (YX) ve £, Y'den
(E,Zg)‘e gic‘en surekli bir fonksiyon olswr. F surekli ve her yeV ioin Ffy
olocak setilde X'den 7' ye giden bir Ffonklyors var rudir] Yoni, Fly=¢ olocokse.
kilde F: (Kze) 2 (2 Z)
screkls ‘Con\zsiyonu vor mdi? Bunun cevabr, been evet, benen /lﬂytf) €Ry
&rnelerde ise bilinmiyor:

Ornellers ) (Xizx) topokjit vray, Yex, Xin alhinayr ve Ley9X , tag)=x,
¥xeY birim ﬁon\:s}gon olsun. Birm fonksyon siretlidic ve bir surekls genilere
si tab ki T:X-X, Teex dir (Tly=i, Tlym=ile, xey)

2) Fyer, fon ks}gat\ sabit ise yine suretl; 3eﬂiﬂe~eﬂ yap! labilir. (X/2x) ,fif'zz-)
+opobjik vzeyler ve YCX olsun, £: Y92, £(Y)=§+3 surekli bir Pa/\l:riyofldd‘.
Fi%>2) Foo=fr) Sirebl fonkiyon ve Fhinejenislesesidi. (Fly=t), Fezde),xeY.)
3) X=Coi] , Y=2=fo,3 olmat drere (X/Z) deqal topele)i ve (V1Zy) ile (% F)
distirt} +opolajik vioylor obun. £:1¥52, fea=l, =0 ile tomml fonksiyen si. -
reklidic. fain Xe strekli geniclemest var mdir?

Cevgp: Hayir. Bury, daha sentw gorecegim baglantili vzay yordimyle gas.
tereceqin: F,) frin sureth qenislemest olsun. Flsa) cte3 , Flsn)ctag 3
Fley), Flso) €2 ve Fla) 1Flsi=g, FsalUFln)=Lo0 adegundon Loid bogba-
Hsn. uay olurs Bu ise gelisktdir. Bu duruds, Fpin sUrekli qeniglemesi olamar.
Teorem: (X;d) medrik viey ve A8, X'in angbasiteri bos l:apall herhangi aei -
meleri ise -th)zf? ! Xe4 , 04foael olocak sebide bir sprekl; foksigon wordhr.
Kanrt s A8 arabasitleri bog, kapali kimeler okun. @t X-3 Canc), goy=Dix,A) ile
animloron fonksiyen Surehldin (Sogds 26, 2.8met) ¥xeX Tein [ lxd Dexs)> 0 oldh-
wdn foa= 509%;% fontsiyenv streklidir ve Fl =0, f|=1 FXI=taD) dir. (2450yk)
Urysehn Lemma? (X Z) +opolajik vzayimn normal olmast I6in gerel ve yeler

o kegitlert bes herl\angi itl kapali kdme A ve B t4in £rx-30a0, th]:{o’ x6A

|1, xe8
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&

Iselr.lincle tanimlonan svreklt bir fonksiyenvn vor elmasidis:
Kont! => Galisma soruwsv.

& AnB=¢@ oocak ,s'ek?He A,B kapah kumeleri t¢in m:{f:’:::
fonksiyonu surekli olsun. FU03) DA ve F(4)26 komeleri acik ve
F‘((-n.iy)nf(t{,u)w oldgudan (XZ) normal viayde. n
Sonvc s Herhangi Normal ety (veya Tywnay) tomamen ditenlidir.
Tietze Gerislere Teoreni; (X/Z) T,~nay ve Y, Xin herhangi kepali alt
kimes olsvn, (IR,Z) dodal topole)ik vicy oluat Uere Fi 1-3IR herharg
fontsiyon, surekli fonksiyon ise FixaIR surekli ?_ff’lem’qf_mh:_m B
Kont: Galisma Sorusd. =

Taoremde, 12 yerine, metrik viey alinse bile +esram degrv degibin
Orneks 24. 05.200% (Final Sravi) Sorv2:d) (10 puan) X birden fozla eleman i-
geren lir kume elmak Taere, (X/T) T;-vzay okun. X'den Co,d'e giden satit

olmagan bir surekli fonksiyenun oldu§uav gesterinia,

GE2UMe %32, olmak tzere %%, 6X olsun. X, Ty-v20Y mlduﬁunddn T;~vaay-
dir ch'i, har bir elemanli Lime l:amhdm Buna 9dre, $x3 ve £7.] kapqli ko~

melerdir ve §%375%,3=¢ dir. Urgsehn +eorenine gzre, X normal oldugudan 3-
\e bir strekli £1X2C0,f] Fonksiyoav vardir ¥ £z ve F()=1 din
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